Criterio de Pringsheim

Es bastante frecuente, en el criterio de comparacién por limite, la compara-
cién con la serie de Riemann. Este proceso se podria mecanizar con el sigu-
iente criterio llamado criterio del producto o de Pringsheim.

TEOREMA 1 Sea 2:;1 a, una serie de términos positivos y sea Ly el limite

Lp - lim n(x 'an

n—oo

(1) Si Ly es finito y no nulo, entonces se tendrd que:
e Sin > 1, laserie Z:;l a, es convergente
o Sin <1, laserie Zzozl ay es divergente
(2) SiL, =0y a > 1, entonces la serie 2:10:1 ay serd convergente.

(3) SiLy, = +ooya <1, entonces la serie 220:1 ay serd divergente.

COMENTARIO 1 Es cursioso que este teorema, como tal, no aparezca en
las referencias bibliograficas mds importantes de series infinitas (en ningu-
na de las cldsicas). Sin embargo, en los textos de andlisis matemdtico es-
paiioles si aparece, y dandole la paternidad del teorema a Pringsheim. En
los paises de habla francesa es conocido como criterio de Riemann. He re-
buscado en la bibliografia de Pringsheim, sin exito. ;Usted conoce el teore-
ma, y la paternidad de dicho teorema? ;El articulo donde aparezca inicial-
mente?

Criterio de Schlomilch

El siguiente criterio, que no difiere esencialmente del criterio de Raabe-Duhamel,
propuesto por el matematico Aleman Oscar Xavier Schlémilch, permite es-
tudiar la convergencia de ciertas series en las que el criterio del cociente re-
sulta inoperante y el de Raabe-Duhamel poco practico.

TEOREMA 2 Sea ZZO:1 a, una serie de términos positivos, y sea

Ls = lim nln(a”H)
n—0o0 al/l

Entonces, se verifica que:
. . (o]
1. Si Ly < —1, entonces la serie anl a, es convergente

2. Si Ly > —1, entonces la serie 220:1 a, es divergente

3. Si Ly = —1, nada sabemos sobre el cardcter de la serie.
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COMENTARIO 2 El profesor K. Knopp, en pdg. 287 de [8], afirma que este
criterio es debido a Schlomich, aunque no aporta la referencia bibliografica
original del teorema. He realizado dos pruebas diferentes de este teorema,
y me gustaria conocer la paternidad de dicho teorema. ;Usted conoce el
teorema, y la paternidad de dicho teorema?.

Criterio logaritmico de Schlémilch

En el caso de que el criterio de convergencia de Schlomilch no sea concluyente,

0 sea, si
P An+1
lim nln <"+> =—-1
n—o0 [,Zn

surge la necesidad de algtin nuevo criterio que sean atin mas sensible. El
siguiente criterio, conocido como segtindo criterio de Schlémilch o criterio
logaritmico de Schlémilch, puede ser til.

TEOREMA 3 Sea Zil a, una serie de términos positivos, y sea

Lis = lim In(n) <n ln(an—ﬂ) + 1)

n—oo ai’l
Entonces, se verifica que:
. . (o]
1. SiLj; < —1, entonces la seriey " a, es convergente

2. Si L, > —1, entonces la serie 2:;1 ay es divergente

3. Si L;; = —1, nada sabemos sobre el cardcter de la serie.

COMENTARIO 3 Este teorema lo encontre como ejercicio propuesto, con
el nombre de “Criterio logaritmico superior” con la formulacion

lim In(n) <n In( i ) — 1)
n—eo n+1

sin prueba y sin paternidad. He reformulado el enunciado y realizado una
prueba de este teorema. De forma totalmente provisional, he tomado la
decision de denominarlo como segtndo criterio de Schlomilch o criterio
logaritmico de Schlémilch. Este criterio es otra gran incognita, respecto a
su paternidad.

COMENTARIO 4 En la formulacién de los criterios de Schlomilch he de-
cidido usar por coherencia, con la formulacion dada en el criterio del D’Alembert,
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: An+1
el' coc1e1;1te ==L, tal y como propone el profesor K Knopp, en lugar del co-
ciente ", propuesto por el profesor T.J. Bromwich. En cualquier caso, la
n
utilizacién de uno u otro cociente, no supone ningtin cambio sustancial en
el criterio de convergencia aunque si cambian las condiciones relacionadas

con el valor del limite calculado.

Me encuentro con textos, donde para el criterio de D’Alembert utilizan
“:’Z—f, y sin embargo para el criterio de Raabe-Duhamel utilizan el otro co-
ciente aziﬂ lo cual supone, en mi opinién un “cierto grado de incoherencia”.
Agradeceria su opinion sobre la utilizacion de uno u otro formato para el

cociente.

COMENTARIO 5 Le adjunto al final del pdf algunas de las referencias
bibliograficas que estoy utilizando.
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