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Resumen

Entre las técnicas para determinar la convergencia de una serie, el
criterio logaritmico de Cauchy permanece relativamente desconocido
para una parte importante de los matematicos. Analizamos la causa
de esta anomalia, presentamos el criterio original de Cauchy asi como
una generalizacién, propuesta del autor, basada en la comparacién
con la serie de Bertrand.

Revisién del criterio logaritmico de Cauchy

La teoria de las series y Cauchy

En 1821, Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), publicaba el libro Cours
d’Analyse de I’Ecole Royale Polytechnique. 1 Partie. Analyse Algébrique, uno de
los libros de matematicas mas influyentes jamads escritos.

COURS D'ANALYSE

DE
L’ECOLE ROYALE POLYTECHNIQUE;

Pan M. Avcusmiv-Lovis CAUCHY,

Membre de TAcademe des scieacss, Chevaler de la Légien fhosmcr

1" PARTIE. Andevs aLckoriaus.

DE L'IMPRINERIE ROVALE.

Chez Dt fréres, Libraires du Roi et de la Bibiodbqae du Roi,
suo Serpente, 5.2 7.

1821

El libro consta de 576 paginas y se
compone de unos preliminares, doce capitu-
los y nueve apendices titulados como no-
tas. Cauchy no solo proporcioné una defini-
cién practica de los limites y un medio para
convertirlos en la base de una teoria rig-
urosa del célculo, sino que también revi-
taliz6 la idea de que todas las matemati-
cas podrian establecerse sobre bases tan rig-
urosas.

Con Cauchy se precisan los conceptos de
funcién, de limite y de continuidad en la for-
ma actual o casi actual, tomando el concepto



de limite como punto de partida del andlisis y
eliminando de la idea de funcién toda referencia a una expresiéon formal,
algebraica o no, para fundamentarla sobre la nocién de correspondencia.
Los conceptos aritméticos otorgan ahora rigor a los fundamentos del anali-
sis. Gracias a Cauchy, el anélisis infinitesimal adquiere bases sélidas.

Como bien indican los profesores Pérez Fernandez y Aizpuru en [1], se
puede considerar que Cauchy es el fundador de la teoria de convergencia
de series, por ser el que realiza el primer planteamiento sistematico, exten-
sivo y en profundidad del tema, incluyendo la enunciacién y demostracion
de numerosos criterios de convergencia. En efecto, lo que Cauchy hace
con sus criterios es establecer condiciones suficientes de convergencia, bajo
ciertas hipétesis, independientemente de la expresion concreta del término
general de la serie y sin conocer el valor de la suma de ésta.

El Cours d’Analyse de Cauchy contiene el estudio de series en los capi-
tulos VI, dedicado a las series de ntiimeros reales; en el IX, dedicado a las
series de ntimeros complejos; en el XII, dedicado a las series recurrentes; y
en la Nota VII, dedicada a las series dobles.

Como bien indican los profesores Pérez Fernandez y Aizpuru en [1],
se puede considerar que Cauchy es el fundador de la teoria de convergencia
de series, por ser el que realiza el primer planteamiento sistemdtico, extensivo y en
profundidad del tema, incluyendo la enunciacion y demostracién de numerosos cri-
terios de convergencia. En efecto, lo que Cauchy hace con sus criterios es establecer
condiciones suficientes de convergencia, bajo ciertas hipétesis, independientemente
de la expresion concreta del término general de la serie y sin conocer el valor de la
suma de ésta.

En la literatura matematica espafiola suele aparecer el siguiente criterio
como criterio logaritmico,

TEOREMA 1 Sea Z::l a, una serie de términos positivos y supongamos que

In (1>
L, = lim —/

n—o0 ln(n)

Entonces, se verifica que:
1. Sil; <1, laserie Z:’Zl ay es divergente

2. SiL; > 1, laserie 22021 ay es convergente.
3. Si L; = 1, nada sabemos de la serie 2:;1 an



Este teorema, resulta de aplicar el criterio de comparacion de Gauss
tomando como referencia la serie armoénica generalizada o de Riemann
o 1 . . . .
Y.o-1 ;= Para una prueba y una amplia gama de ejercicios puede consul-
tarse [X].

Este criterio fue propuesto por A. Cauchy en el capitulo VI, apartado
8lI, paginas 125-127, en su Cours d’Analyse, por lo cual deberia llamarse
criterio logaritmico de Cauchy. Es curioso que este criterio no aparezca en
ninguno de los textos clasicos de series infinitas, lo cual conlleva que sea
desconocido para muchos matematicos.

1.2. Una pequeiia anomalia

Ninguno de los textos cldsicos sobre "series infinitas"lo presentan, y
aquellos que lo hacen no le afiaden el adjetivo "de Cauchy".

1.3. El criterio original de Cauchy

Se reproduce a continuacién las paginas del criterio propuesto original-
mente por Cauchy en! su Cours d’analyse"de 1821.

Este criterio fue propuesto por A. Cauchy en el capitulo VI, apartado
811, paginas 125-127, en su Cours d’Analyse, por lo cual deberia llamarse
criterio logaritmico de Cauchy.

Tutonime [V. — Supposons que I'on désigne par L la caractéristique des (
logarithmes dans un systéme quelconque, et que, pour des valeurs croes- é
santes de n, le rappor! f

L () &

] i

1(z) e

{

converge vers une ltmite finte k. La série (1) sera convergente si I'on a £
k>, et divergente si l'on a h < 1. ' ;
;
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Puesto que

log(u,)  log(u,)  —log(u,) log(,%n)

log(l) — —log(n) — log(n) — log(n)

Puede  encontrarse en la  direccion web  http://sites.mathdoc.fr/cgi-
bin/oeitem?id=OE_CAUCHY_2_3_P5_0



2. Una generalizacién del criterio logaritmico

El objetivo de esta seccion es generalizar el criterio logaritmico de Cauchy,
. . . o 1q .
cambiando la serie de referencia Enzl - por la serie de Bertrand

1
n—2 n* 11’1’5(71)

la cual convergesia > 1y > Oobiena =1y B > 1; para el resto de
posibilidades la serie es divergente (véase pag. X de [3]).

2.1. El criterio

El siguiente criterio, propuesto por el autor, como una generalizacién
del criterio logaritmico de Cauchy, recibe en nombre de criterio logaritmico
de Cauchy-Bertrand.

TEOREMA 2 Sea Z:;l a, una serie de términos positivos y supongamos que
—In (n%ay)
Ly = lim —————=
= 0% In(In(n))
Entonces, se verifica que:
(1) Si Ly <1ya <1,entonces la serie ZZO:1 ay serd divergente.

(2) Si Ly, > 1y a > 1, entonces la serie Z:;l ay serd convergente.

DEMOSTRACION

(1) Probemos que si L, < 1y a <1 la serie diverge.
—In(n“a,)

Puesto qQue L inmyy L, tenemos asegurado que a partir de un cierto

no € IN todos los términos % caeran en el intervalo |L,, — €, Ly + €]

siendo L., + ¢ < 1, para un ¢ > 0 lo suficientemente pequefio

a? LA OW para 13 ng

an @

er'g Erd Lg+e

7

—e



luego para todo n > ng se cumplirad que

! 1
—In (n%ay,) " n*a,

In(In(0)) = n(in(n)) <l <= In (n“ n) < In(In(n))
1
= i < In(n)
— ! <a
n%In(n) .
Puesto que la serie de Bertrand
i 1
iy 1 In(n)

. . o
al ser « < 1, es divergente y minorante de Zn:no a,, tenemos asegurado,

. . .2 . o .z z
por el criterio de comparacién de Gauss, que la serie E a, también serd
n=ny
divergente.

(2) Probemos que si L, > 1y & > 1 la serie converge.

Elijamos un r tal que 1 < r < L. Puesto que _hiag'(is’s) — L., entonces

tenemos asegurado que a partir de un cierto np € IN todos los términos
_lriagq(na)”)) caeran en el intervalo |L., — ¢, Ly, + €[ siendo 1 < r < Ly, — ¢, para
un ¢ > 0 lo suficientemente pequefio

n?- aZ: gw para 13 ng 1

rd ~ er er +e

—e
<

luego se cumplird que

In !
—In (n*ay) nay,

n(n(n)) _ In(n(n) ~ n(w%

>>nmmm»

1 r
< In (n"‘an> > In(In"(n))
r
= i > In"(n)
— ! >a
n*In’(n) !



Puesto que la serie de Bertrand
® 1

ngo n*In’(n)
alserr > 1y a > 1, es convergente y mayorante de Zn , A tenemos

. . ., . [}
asegurado, por el criterio de comparaciéon de Gauss, que la serie Zn:no ay
EEE

también serd convergente.

2.2. Algunos ejemplos
EJEMPLO 1 Estudiar el cardcter de la siguiente serie numérica

> 1

1;_3 nin(In(n))

Resolucién
Dado que paran > 3 se tiene que m > 0, la series es de términos pos-

itivos. Analicemos el caracter de esta serie aplicando el criterio logaritmico

de Cauchy-Bertrand
P L p———
_ o —In(n"a,) . ( nanﬂ(ﬂ)))
Lep = lim, In(In(n)) Mm, In(In(n))
In (-2 )
o “( #In(In(n))
T % In(in(n))
( 1
_ K 1n(1n(n))>
A n{In(n))
. In(In(In(n)))
= ln(n)
Puesto que
In(x) o071 . %_ 1
= | o) = Jim 3 = Jim =0
(T[]

lim
X—00 X
Podemos asegurar que L, = 0 < 1y a = 1, luego la serie es divergente.



EJEMPLO 2 Estudiar el cardcter de la siguiente serie numérica
i 1
n=3 v/nIn(In(n))

Resolucion

Dado que para n > 3 se tiene que ﬁ > 0, la series es de términos
nin(in(n

positivos. Analicemos el cardcter de esta serie aplicando el criterio logarit-

mico de Cauchy-Bertrand
nin(In(n))

R S R
Lo = Jim 4 4oy, = Ao In(In(n))
1
o (7 )
- 0% In(In(n))
()
i In(In(n))
=00 In(In(n))
i (vm0a0)
= 0 In(In(n))
~ lm 1In (In(In(n)))
n—0o0 ln(ln(n))
Puesto que 1
tim 2 = 3] = im 5 = im0

Podemos asegurar que Ly, = 0 < 1y a = 1 < 1, luego la serie es diver-
gente.

EJEMPLO 3 Estudiar el cardcter de la siguiente serie numérica
i 1

4= n2In’(In(n))

Resolucion

. 1 . . .
Dado que paran > 3 se tiene que ;.55 > 0, la series es de términos pos-
itivos. Analicemos el caracter de esta serie aplicando el criterio logaritmico
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de Cauchy-Bertrand

—1In | n*
T Y ) B ( n? 1n3(1n(n))>
=T In(In(n)) Pty In(In(n))
1
- <”'f 1n3<1n<n>>>
oo In(In(n))
B 1
_ nln3(ln(n))
T e In(In(n))
. In <n 1n3(ln(n)))
T e In(In(n))
o In <n) + 1n(ln3(ln(n))>
T e In(In(n))
lm In(n) In(In(In(n)))
n—oo In(In(n)) In(In(n))
Puesto que
3 X o0 o1
o T =) ST T =t
tiy 0 =[] = =t =

Podemos asegurar que L, = +0c0 > 1y a = 1, luego la serie es conver-
gente.

EJEMPLO 4 Estudiar el cardcter de la siguiente serie numeérica

Resolucion

(n41)"
nn+2 lnz(n)

Dado que para n > 2 se tiene que > 0, la series es de términos



positivos. Analicemos el cardcter de esta serie aplicando el criterio logarit-

mico de Cauchy-Bertrand

, (n+1)"

)

- (ﬂz ﬂz(ﬂnlz); ))
= In(In(n))
n ( (n+1)" )
— lm n"In?(n)
n—eo In(In(n))
= oam - (<;g:(2)>ln2l(n)>
= lim ln<<”i1>nln2(n)>
n—0o In(In(n))
L 1n<(nj_1> >+ln (1n2(m) )
n—0o In(In(n))
In <(ni1)) +21In (In(n))
- ’}l—r’{’l" In(In(n))
n \"
- 1 <1r§(]11nj(Ln1))> > 2
Puesto que )
() ey

Podemos asegurar que L, =2 > 1ya = 2 > 1, luego la serie es conver-

gente.



EJEMPLO 5 Estudiar el cardcter de la siguiente serie numérica

Z:; 2[In n In(n))

Resolucién
. 1 . , .
Dado que para n > 2 se tiene que T ) > 0, la series es de términos
positivos. Analicemos el carécter de esta serie aplicando el criterio logarit-
mico de Cauchy-Bertrand

| 2 1
" T T n(n(m)
L1 —In(n"a,) I n? [Inn]
&= ,0% In(in(n)) | e In(In(n))
o <” 7 [lnnrf‘““("”)
T In(In(n))
1
o _ln<[lnn]ln(ln(n))>
oo In(In(n))

In <[]l’1 7/l]ln(ln(n))>
= lim
n—e  In(In(n))

~ lim In(In(n)) In (In(n))
n—00 ln(ln(n))

= lim In(In(n)) = +oo
n—oo

Podemos asegurar que L, = +0c0 > 1ya = 2 > 1, luego la serie es con-
vergente.
L]

EJEMPLO 6 Estudiar el cardcter de la siguiente serie numérica
= 1

=5 2 [In(in )]

Resolucién

1

R 0, la series es de términos
n2[In(In n)]™

Dado que para n > 2 se tiene que
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positivos. Analicemos el cardcter de esta serie aplicando el criterio logarit-

mico de Cauchy-Bertrand
—In | n? L I
n2 [In(In )™

.. —In(n%a,) .
Lo = lm )y, = A, In(In(n))
1
—In ;1’2 2 In(n)
. 7 [In(inn)]
= In(In(n))
1
—-In{————
_ ([ln(lnn)]l““”)
= In(In(n))
In ([ln(ln n)]ln("))
= lim
n—00 In(In(n))
. In(n)In(In(Inn))
B r}grc}o In(In(n))
Puesto que
1In (In(x)) + L 1x In (In(x)) +
lm xIn (In(x)) _ [f}:lim (In(x)) ) xt (In(x)) + &
X—00 ln(x) (e)e] X—00 % X—00 %
1
~ lim ln(1r11<x>) 1 B
A X

— }grolo (x In (In(x)) + ln?x)> = o0 + 0] = 400

Podemos asegurar que L, = +00 > 1y a = 2 > 1, luego la serie es con-
vergente.

EJEMPLO 7 Estudiar el cardcter de la siguiente serie numérica
i 1
1 n
=y 1+ ——=
Vn
Resolucion

L___ > 0, la series es de términos

n(l-i—ﬁ)

11

Dado que para n > 2 se tiene que



positivos. Analicemos el cardcter de esta serie aplicando el criterio logarit-
mico de Cauchy-Bertrand

—In|n 1
1 n
L, — lm ) n(l+ﬁ>
¢ Se In(In(n))  noe In(In(n))
In %
, (1+ %)
= lim

n—co In(In(n))

e (0 3R))
n—eo  In(In(n))

In (((1+ﬁ)ﬁ>ﬁ>

= m, In(in(n))
, Vnln ((1 + ﬁ) ﬁ)
= ()

(042

Es evidente que el limite del segundo factor es In(e) = 1. El limite del
primer factor es

1

1

lim L = [f} = lim 2Vx lim —v/xInx = 400

X—00 ln(ln(x)> x>0 1 1 x—00 2

n(x) x

Luego tenemos que L, = +00 > 1y a = 1, luego la serie es convergente.
L]

—
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